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My constrained perspective

Growing up with Peter Bergmann

Figure: Max Bergmann with son Peter
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My constrained perspective

Figure: Peter Bergmann’s aunt, Clara Grunwald. Founder of the German
Montessori movement
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My constrained perspective

Figure: Peter Bergmann in 1982
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Formalismo hamiltoniano con vńculos de Leon Rosenfeld, 1930

Rosenfeld and Pauli

“Vine a Zurich antes del semestre de verano. Vine directamente de
Göttingen, donde estaba todav́ıa en ese momento. Ya hab́ıa tenido
correspondencia con Bohr, preguntándole si podŕıa venir a Copenhage, y le
escribi a Pauli, entonces para preguntarle si él me empleaŕıa. Muy
amablemente me contestó: será un placer; acabamos de terminar un
esquema de electrodinámica cuántica con Heisenberg; ésa es un área que
todav́ıa no ha sido explorada. Pauli estaba ansioso por poner a la gente a
pulir los detalles y explorar las consecuencias, y eso es lo que hice en
Zurich.” (AHQM 7/19/63, p 5)
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Formalismo hamiltoniano con vńculos de Leon Rosenfeld, 1930

“ Pauli me retó a atacar el problema de la cuantización de la gravitación y
los efectos de la gravitación en los quanta de la luz, que en ese momento
eran mucho más interesantes. Cuando le expliqué a Pauli en qué yo querá
trabajar, creo que en ese momento era el efecto Kerr, o algún efecto
óptico,́l me contestó: Bueno, usted puede hacerlo, y desde ahora me
alegro por cualquier resultado que usted encuentre. Esa era su forma de
decir que este problema no era muy instructivo, que el resultado podŕıa ser
cualquiera, mientras en ese momento, el cálculo de la auto-energa del
quantum de la luz surgiendo de su campo gravitacional se haćıa con un
propsito definido.” (AHQM 7/19/63, p 8)

“Entonces Pauli me dijo que él no estaba contento en lo más mnimo con
las ondas longitudinales, aśı que l quera que se trataran en otra forma, lo
que yo hice, pero esto no fue ms ilustrativo. Todo lo contrario.” (AHQM
7/19/63, p 9)
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Formalismo hamiltoniano con vńculos de Leon Rosenfeld, 1930

“Cuando yo estaba investigando estas relaciones en el especialmente
instructivo ejemplo de teora gravitacional, el profesor Pauli me dio ayuda
indicndome los principios de una forma ms simple y ms natural de aplicar
el proceso hamiltoniano in presencia de identidades. Este proceso no est
sujeto a las desventajas de mtodos ms tempranos
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Formalismo hamiltoniano con vńculos de Leon Rosenfeld, 1930

Translation and commentaries

Traduccin y comentario de Zur Quantelung der Wellenfelder de Leon
Rosenfeld, Max Planck Institut para historia de la ciencia,
pre-impresin,381., Max Planck Institute for the History of Science
Preprint 381

Leon Rosenfeld y el desafo del momento que desaparece en
electrodinmica cuntica., Studies in History and Philosophy of Modern
Physics 40 (2009) 363

Leon Rosenfeld y sus pasos pioneros hacia una teora cuntica de la
gravedad, J. Phys.: Conf. Ser. 222 (2010) 012052
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Formalismo hamiltoniano con vńculos de Leon Rosenfeld, 1930

Transformaciones de coordinadas de Rosenfeld.

Considera transformaciones
coordinadas infinitesimales
x ′µ = xµ + δxν , donde

δxν = aν,0
r (x)εr (x) + aν,σ

r (x)
∂εr

∂xσ

+ · · · ,

Assumes variables Qα transform
as

δQα = cαr (x ,Q)εr (x)+cσ
αr (x ,Q)

∂εr

∂xσ

+cσ···τ
αr (x ,Q)

∂jεr

∂xσ · · · ∂xτ
.

Ejemplo de una partcula
relativstica libre: qµ(t) es una
posicin de tiempo y espacio
parametrizada. Bajo la
reparametrizacin infinitesimal

t ′ = t − ε(t)

δqµ := q′µ(t ′)− qµ(t) = 0,

and
δN = ε̇N,
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Formalismo hamiltoniano con vńculos de Leon Rosenfeld, 1930

Rosenfeld Lagrangian

Considera funciones de
Lagrange que son cuadrticas
en las derivadas de campo.

L =
1

2

(
Qα,νAαν,βµ(Q)Qβ,µ

+Qα,νBαν(Q) + Bαν(Q)Qα,ν

+C(Q)) .

Asume que la δQα son
transformaciones de simetra de
manera que el Langrangiano se
transforma como una densidad
escalar de peso uno:

δL+ L∂δxµ

∂xµ
≡ 0. (1)

Ejemplo de una partcula libre
relativstica:

L =
1

2 N
ηµν q̇

µq̇ν − 1

2
m2c2N

Under δt = ε(t),

δL + L
∂ε

∂t
≡ 0.
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Formalismo hamiltoniano con vńculos de Leon Rosenfeld, 1930

The origin of constraints

Canonical momentum

Pα =
∂L
∂Q̇α

= Aβν,α0Qβ,ν

En la identidad (1)los
coeficientes de cada orden de
tiempo derivativo de εµ se
debe desaparecer en forma
idntica. Enfocndose en el
segundo trmino derivativo
deducimos de
δL = Pµc0

µr ε̈
r + · · · ≡ 0 que

Pµc0
µr ≡ 0

Estos son vnculos primarios.

pN =
∂L

∂Ṅ
≡ 0.
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∂Ṅ
≡ 0.

Salisbury (Austin College) Problema del tiempo 27 de mayo, 2011 12 / 41



Formalismo hamiltoniano con vńculos de Leon Rosenfeld, 1930

Singular Lagrangian

Los vnculos primarios dan
vectores null de la matriz de
Legendre. ∂2L

∂Q̇α∂Q̇α
,

Aα0,µ0c0
µr ≡ 0.

La matriz de Legendre es(
N−1ηµν 0

0 0

)
con el vector null

0
0
0
0
1
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Formalismo hamiltoniano con vńculos de Leon Rosenfeld, 1930

The Hamiltonian

Since

Pα = Aα0,µ0Q̇µ + · · · , (2)

Las velocidades no estn fijas
nicamente en los trminos de
los momentos. Ms bien,

Q̇µ =
∂ 0H
∂Pµ

+ λrc0
µr

=
∂

(
0H+ λrPνc0

νr

)
∂Pµ

=
∂H
∂Pµ

,

where the λr are arbitrary
spacetime functions.

HD =
N

2

(
p2 + m2c2

)
+ λpN

and in particular

Ṅ = λ
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Formalismo hamiltoniano con vńculos de Leon Rosenfeld, 1930

El generador de transformaciones GAUGE

Rosenfeld comprob que las
variaciones activas Gauge de Q
y P generadas por

M :=

∫
d3x PαδQα

−Hδx0 − PαQα,aδx
a.

G = pNN ε̇

+

(
N

2

(
p2 + m2c2

)
+ λpN

)
ε

So

δ̄qµ = Npµε, δ̄pµ = 0,

and

δ̄N = λε + N ε̇

Nota: λ estropea la propiedad del grupo.
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Formalismo hamiltoniano con vńculos de Leon Rosenfeld, 1930

El generador GAUGE es constante en el tiempo

Rosenfeld comprob que
dM
dt = 0. En consecuencia, los

coeficientes de las derivadas de
tiempo de ε deben desaparecer,
y que generalmente,

M =

∫
d3x

(
dεr

dt
pµc0

µr

− εr
d

dt

(
pµc0

µr

))
.

En otras palabras el generador GAUGE se desaparece y los vnculos secundarios aparecen

Vnculo primario

pN = 0

Vnculo secundario(
p2 + m2c2

)
= 0.
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Rompecabezas Rosenfeld - Dirac

Rosenfeld and Dirac

Dirac to Rosenfeld, 4/26/31: “Many thanks for sending a copy of your
paper on radiation theory, which I have read with great interest.” (Niels
Bohr Archive)

Dirac a Rosenfeld, 4/26/31: Muchas gracias por enviar una copia de su
trabajo sobre la teora de radiacin, que he ledo con mucho inters. (Archivo
de Neils Bohr)

Le incluyo una nota sobre su nueva teora, la cual claramente no es um zu
kritisieren but nur um zu lernen.
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Rompecabezas Rosenfeld - Dirac

Muchas gracias por el trabajo
que me envi. Lo encontr muy
interesante. La conexin que
usted hace entre mi nueva
teora y la teora de
Heisenberg-Pauli, es, por
supuesto, bastante general y
sea aplica a cualquier tipo de
campo, no solamente al tipo
de Maxwell) en cualquier
nmero de dimensiones. Este es
un estado de asuntos muy
satisfactorio. (Archivo de Niels
Bohr).
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Rompecabezas Rosenfeld - Dirac

Rosenfeld to Dirac, (5/10/1932) “ Acerca de la dudosa sentencia de
Heisenberg-Pauli, que usted, con toda la razn no comprende, le sugiero
que examine la prueba de invariancia general que presento en mi trabajo
de Annaled der Physiko, 5, 113, 1930. (Yo le envi copias de ambos)

Dirac to Rosenfeld, (5/16/1932) He estado estudiando sus trabajos, pero
he tenido dificultades entendiendo el significado de su λs. Qu quiere decir
exactamente la afirmacin que son arbitrarias? (Niels Bohr Archive)
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Rompecabezas Rosenfeld - Dirac

Rosenfeld to Dirac, (5/21/1932) Con referencia a las lambdas, entran
como arbitrarias o coeficientes indeterminados (dependiendo de
coordinadas)en la expresin general XXXXXXX en trminos de Q’s and
P’sn. En la ecuacin (111) la funcin hamiltoniana debera ser igual a la de
Heisenberg-Pauli (como se dice aqu),as que la sustitucin de Ps en trminos
de inXXXX llevar a identidades, y esto no implica ninguna restriccin para
las lambdas. (Churchill College Archive)
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Rompecabezas Rosenfeld - Dirac

Impact of Rosenfeld’s work

Pauli a O. Klein, (1/25/1955) Me gustara llamar su atencin al trabajo de
Rosenfeld en 1930. En ese tiempo, aqu l era conocido como el hombre que
cuantific el Vierbein (suena como un cuento de los hermanos Grimm, no?)
Vea la parte II de este trabajo donde aparece el Vierbein. En ese tiempo se
le dio mucha importancia a las identidades entre p’s and q’s (esto es, los
campos cannicamente conjugados que aparecen de la existencia del grupo
de transformaciones generales coordinadas. Todava recuerdo que yo no
estaba muy contento con todos los aspectos de su trabajo puesto que el
tuvo que introducir ciertas suposiciones adicionales con las que nadie
estaba satisfecho. ”
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Rompecabezas Rosenfeld - Dirac

Remark by Dirac

Bien, creo que ahora le contestara en la misma forma que lo hice cuando
le escrib que algo probablemente se haba hecho antes pero era mucho
menos problema para mi presentarlo como algo nuevo que buscar una
referencia. Una gran parte de mi trabajo fue asi. Frecuentemente suceda
que yo pensaba que algo ya haba sido hecho antes, pero me pareca una
molestia muy grande tener que mirar todas las referencias para tratar de
encontrarlo. Y si no cuesta mucho trabajo publicarlo, uno lo puede hacer
sin decir que es nuevo o que ha sido hecho antes.
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Peter Bergmann and collaborators

Bergmann chronology
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Peter Bergmann and collaborators
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Peter Bergmann and collaborators

El vnculo hamiltoniano se obtiene a travs de una serie de transformaciones
lineales que producen un vector trivial NULL para la matriz Legendre.
Segundo Hamiltoniano gravitacional explcito (siguiendo a Pirani and
Schild). Estos tres trabajos precedieron el descubrimiento del trabajo de
Rosenfeld hecho por el estudiante de Bergmann,J.L. Anderson. Todos los
trabajos siguientes de la escuela de Bergmann citan a Rosenfeld.
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Paul Dirac

Dirac chronology

Paul Dirac da conferencias sobre Dinmica hamiltoniana generalizada
en Vancouver, Agosto de 1949.

La motivacin es la preservacin de la covariancia de Poincar a travs de la
parametrizacin del espacio-tiempo plano.
Alfred Schild y Felix Pirani sealan la aplicabilidad de Dirac a la
relatividad general.

Las charlas de Dirac se publican en el Canadian Journal of
Mathematics en 1950 y 1951.

Pirani y Schild someten La cuantizacin de las ecuaciones de campos
gravitacionales de Einstein. Febrero 1950

Dirac, Bergmann and Brunings (1950) cited
El primer hamiltoniano gravitacional explcito se publica (con nota
adicionada en la impresin, explicando que el grupo de Bergmann ha
obtenido los mismos resultados usando mtodos muy diferentes a los
nuestros. ours”)

Salisbury (Austin College) Problema del tiempo 27 de mayo, 2011 26 / 41



Paul Dirac

Dirac’s breakthrough

Dirac, The theory of gravitation in Hamiltonian form, Proc. Roy. Soc.
A246, 327 (1958)

Las derivadas de tiempo de los componentes temporales del mtrico se
eliminan del Langrangiano a travs de la substraccin de una derivada
total de tiempo y una divergencia espacial.
g0a son abandonadas como variables cannicas. Bergmann hace lo
mismo.
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Arnowitt, Deser, and Misner

Arnowitt, Deser, and Misner

ADM deriva la hamiltoniana Dirac en una variacin Palatini de primer
orden. El primero en emplear variables de lapsos y de cambios.
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Frozen time

Bergmann and Dirac

Figure: Excerpt of letter from Bergmann to Dirac dated October 9, 1959
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Frozen time

Salisbury (Austin College) Problema del tiempo 27 de mayo, 2011 30 / 41



Frozen time

Figure: Excerpt of response from Dirac to Bergmann, dated November 11, 1959
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Frozen time

Estimado Profesor Dirac: Acabo de estudiar su trabajo que apareci en el
nmero del primero de mayo de Physical Review. Le escribo, primero para
pedirle una re-impresin cuando estn disponibles, pero tambin me gustara
hacerle algunos comentarios. (1)Las objeciones que el profesor
Lichmerowicz y yo hicimos al final de su presentacin en Royaumont, fueran
vlidas o no en ese momento, ciertamente no se aplican al trabajo que
usted ha publicado aqu. Sin considerar el motivo para introducir XXX
XXXXXXXXXX mtrico/a en la hipersuperficie inicial, la transformacin
cannica que usted public por primera vez hace un ao para simplificar y
eliminar los vnculos primarios, es tanto legtima como exitosa. A este punto
el nmero total de las variables cannicas se reduce de veinte a doce. Excerpt
of letter from Bergmann to Dirac dated October 9, 1959 Fragmento de
una carta de Bergmann a Dirac con fecha del 9 de octubre de 1959.
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Pons, Salisbury, Shepley and Sundermeyer

Pons, Salisbury, Shepley and Sundermeyer Formalism

Pons, Salisbury, and Sundermeyer, “Revisiting observables in generally
covariant theories in the light of gauge fixing methods”, PRD 80,
084015,1-23 (2009)

Pons and Salisbury, “The issue of time in generally covariant theories
and the Komar-Bergmann approach to observables in general
relativity”, PRD 71, 12402 (2005)

Pons, Salisbury, and Shepley, “Gauge Transformations in the
Lagrangian and Hamiltonian Formalisms of Generally Covariant
Theories”, PRD 55, 658-668 (1997)
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Pons, Salisbury, Shepley and Sundermeyer The diffeomorphism-induced transformation group

Projectable Legendre transformations

Projectable infinitesimal
general coordinate
transformations

εµ(x , φ(x)) = nµ(x)ξ0 + δµ
a ξa

with nµ = (N−1,−N−1Na),
where N is the lapse and Na

the shift, and ξµ are arbitrary
infinitesimal functions of the
coordinates as well as of the
fields φ other than the lapse
and shift.

ε(t) = N−1ξ(t)
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Pons, Salisbury, Shepley and Sundermeyer The diffeomorphism-induced transformation group

Generator of gauge transformations

Gξ(t) = (Hµ+NρC ν
µρPν)ξ

µ+Pµξ̇µ .

The C ν
µρ are the structure

functions resulting form the
algebra of the Hamiltonian H0

and momentum Ha constraints
under the Poisson bracket.
Note that time dependent
canonical gauge
transformations alter the
functions λµ.
All spacelike time foliations are accessible and equivalent!

G = ξH + pN ξ̇.

δ̄qµ = pµξ = q̇µε,

δ̄N = ξ̇ = N ε̇ + Ṅε.
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Pons, Salisbury, Shepley and Sundermeyer Construction of diffeomorphism invariants

Gauge fixing through intrinsic coordinates

As a first step towards the
explicit form of the functional
invariants impose an intrinsic
coordinate-dependent gauge
condition,
χ(1)µ := xµ − Xµ(x) = 0,
where the Xµ are spacetime
scalar functions of the
canonical fields.
Preservation of the gauge
conditions under temporal
evolution leads to additional
constraints
χ(2)µ := δµ

0 −A
µ
νNν ≈ 0,

where Aµ
ρ := {Xµ,Hρ}.

χ1 = t − q0 = 0.

χ2 = 1− Np0

c
= 0
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invariants impose an intrinsic
coordinate-dependent gauge
condition,
χ(1)µ := xµ − Xµ(x) = 0,
where the Xµ are spacetime
scalar functions of the
canonical fields.
Preservation of the gauge
conditions under temporal
evolution leads to additional
constraints
χ(2)µ := δµ

0 −A
µ
νNν ≈ 0,

where Aµ
ρ := {Xµ,Hρ}.

χ1 = t − q0 = 0.

χ2 = 1− Np0

c
= 0
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Transformation by finite gauge transformation

It is possible through an
appropriate rescaling of the
constraints to solve for the
finite descriptor of the gauge
transformation to the
gauge-fixed position. This
transformation is then
undertaken on all remaining
variables. Result is

IΦ ≈ Φ + χ(1)µ{Φ, Hµ}

+
1

2!
χ(1)µχ(1)ν{{Φ, Hµ}, Hν}+· · ·

H =
c

p0
H,

Iqi = qi + χ1{qi , H}

= qi + (t − q0

c
)
cpi

p0

= (qi − piq0

p0
) +

cpi

p0
t,

Ipµ = pµ, (3)

IN = c/p0.
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Evolving constants and equations of motion

The coefficients of powers of t are invariant under arbitrary coordinate
transformations (and necessarily therefore constants of the motion).

We have a group theoretical foundation for Carlo Rovelli’s “evolving
constants”: Rovelli, PRD 42, 2638 (1990); 43, 442 (1991)

The time dependence is naturally what one expects of the gauge-fixed
solution.

Similar expansions exist in the intrinsic spatial coordinates.
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Dirac brackets, observables, and transformation to intrinsic
coordinates

Every variable has an associated invariant (including the lapse and
shift)

We have proven that the Poisson bracket algebra of the invariants is
the invariant associated with the Dirac bracket
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Quantization of the free relativistic particle 1

Equations of motion are

d

d t
Iqi = I{qi , H} ≈

c

p0
I{qi ,H} = c

Ipi

Ip0

,

d

d t
Ipµ = I{pµ, H} = 0,

and
d

d t
IN = I{N, H} = 0.
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Quantization of the free relativistic particle 2

Required operator algebra is [
Iqi , Iqj

]
= 0,[

Iqi , Ipj

]
= i~δij ,[

Iqi , Ip0

]
= i~

Ipi

Ip0

,

Work in a momentum representation with Ip0 = (I~p2 + m2c2)1/2 and
Hamiltonian H = Ip0c!
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